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1 THE IDEA
The likelihood of an image compares the observed image with the im-
age of the reprojected surface. The reprojected image changes when:
•visible surface points move,
•occluding contours move.

In this work,
•we compute the differential of the reprojection error.
•This quantifies both visible surface and occluding contour changes,
• and show the important impact of the occluding contour motion.

2 THE REPROJECTION ERROR
The reprojection error functional is the sum of the error, g, over all the
pixels in the image, I:

E(Γ ) =
∫

I
g

(
π−1

Γ (u), n(π−1
Γ (u))

)
du ,

where π−1
Γ (u) is the back-projection of the pixel u onto the surface Γ .

The weighted area functional is a sum over the surface:

A(Γ ) =
∫

Γ
g(x,n(x)) dσ .

E and A are not equivalent because of the visibility term νΓ (x)

E(Γ ) = −
∫

Γ∪B
g(x,n(x))

x · n(x)

x3
z

νΓ (x) dσ .

3 FUNCTIONAL DERIVATIVES
Let Γ (s) be a variation of Γ = Γ (0), and v its normal velocity at s = 0.
•The Gâteaux directional derivative of E in the direction v, ∂E(Γ, v),
• the Fréchet differential dE(Γ ) (a linear operator)
• and the gradient ∇E(Γ ) (a vector or normal velocity) are such that

d

ds
E(Γ (s))

∣∣∣∣
s=0

= ∂E(Γ, v)︸ ︷︷ ︸
directional

= dE(Γ )︸ ︷︷ ︸
differential

v = 〈∇E(Γ )︸ ︷︷ ︸
gradient

, v〉Γ .

The gradient descent evolution, Γ̇ = −∇E(Γ ), reduces the energy:
d

ds
E(Γ (s))

∣∣∣∣
s=0

= −〈∇E(Γ ),∇E(Γ )〉 ≤ 0 .

4 VISIBILITY
The visible volume V is the set of visible points; its boundary surface
∂V is the visibility interface = visible surface ∪ crepuscular rays.

How does the visible
volume change when
the surface deforms?

A quantity integrated over the visible volume

F (Γ ) =
∫

R3
f (x) νΓ (x) dx .

has differential

dF (Γ ) = −f νΓ − L xt∇nx δ(x · n) νΓ

where L(x) =
∫ Tx
1 f (rx)r2dr accumulates f along the crepuscular rays.

The gradient does not exist because of the delta term.

5 DERIVATIVE OF THE REPROJECTION ERROR
Write the RE as a flux integral over the visibility interface

E(Γ ) = −
∫

∂V
g(x,n(x))

x

x3
z

· n∂V(x) dσ ,

use Gauss divergence theorem

E(Γ ) =
∫

R3



∇g(x) · x

x3
z



 νΓ (x) dx ,

and apply last section’s result:

dE(Γ ) = −∇g · x

x3
z

νΓ + (g − g′)
xt∇nx

x3
z

δ(x · n)νΓ .

L simplifies to a horizon–terminator comparison (g − g′)/x3
z .

This is the standard result not dealing with visibility changes, plus a
new term moving the occluding contours.

6 APPLICATION TO MULTI-VIEW STEREO
Minimize the difference between the observed image color, I(u) and
the color of the reprojected surface C(π−1

Γ (u)),

E(Γ, C) =
∫

I

(
I(u) − C(π−1

Γ (u))
)2

du .

The corresponding evolution moves the occluding contours by compar-
ing the photo-consistency of the horizon with the one of the terminator:

(I − C)t∇C
x

x3
z

νΓ +
(
(I − C)2 − (I − C ′)2

)xt∇nx

x3
z

δ(x · n)νΓ .

6.1 TEXTURELESS DATASET

Without the new term,
evolution shrank due to
the lack of texture.

6.2 TEMPLE SPARSE RING DATASET

Evolutions can grow. Runs in 40mins. Relatively high error scores due to the constant
brightness assumption. Results improve when relaxing the assumption.

7 CONCLUSIONS
•When optimizing photo-consistency, visibility changes count.
•Occluding contours must be moved accordingly.
•Silhouette and apparent contour constraints naturally emerge from the

reprojection error.
•Our result extends Stereoscopic Segmentation to non-convex shapes.

ICCV 2007, RIO DE JANEIRO



3D Reconstruction from Images

• Building 3D models from images

• Applications:

• Cinema post-production, special FX and games

• Archeology and cultural heritage preservation

• Telecommunication

• Robotics...
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3D Reconstruction Pipeline

• Matching  
Finding point 
correspondences

• Structure from Motion 
Locating the cameras and 
the point locations

• Multi-View Stereo 
Dense Reconstruction

2 Chapter 1: Introduction

Figure 1.1: The 3D reconstruction pipeline: feature matching, structure from mo-
tion, and dense reconstruction.

then matched between the different images.

2. Structure from motion In a second stage, the features correspondences
are used to infer the camera position as well as the 3D position of the fea-
tures [59].

3. Multi-view stereo Finally, with the known camera positions a dense re-
construction of the geometry of the objects is computed.

Given that the camera positions are known, the multi-view stereo problem is
equivalent to the problem of finding dense correspondences between the pixels (or
sub-pixels) in the different images. Indeed, if we know the camera positions and
we know that two points in two images are the projection of the same 3D point,
the position of this point can be found by triangulation. Unfortunately, finding
dense correspondences between images is rather hard. The main difficulties are
the changes of appearance, ambiguities and occlusions.

When an image is taken, the light reflected or emitted by the objects of the
scene is captured by a camera. To recover the geometry of the objects from the
light captured by the camera, one has to understand the relationship between the
object geometry and the captured light. In general, the problem is very hard be-
cause the light reflected by an object depends on the object itself, but also on
its surroundings. The same object will appear differently under different lighting
conditions. Moreover, the appearance of an object changes when the point of view
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Multi-View Stereo

 
known camera 

 calibration and position

4

?
? ? ?

Stereo is the inverse problem of rendering

Quality measure: reprojection error



Outline of the Presentation

• Introduction

• Existing Approaches

• Proposed Models

- Multiple Depth Maps

- The Occupancy–Depth Model

- The Gradient of the Reprojection Error

• Conclusion
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Existing Approaches

• Bottom-up: Direct Methods

• Top-down: Energy Minimization

• Hybrids

6



Approaches: Bottom-up

7

photo-consistency



Approaches: Bottom-up
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winner take all
[Kanade 92, Furukawa 07]



Approaches: Bottom-up
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voxel carving
[Seitz 99, Kutulakos 00]



Approaches: Bottom-up

• Problems:

• False detections: photo-consistent but not on 
surface

• Need regularization

• Missing detections: on surface but not photo-
consistent due to occlusions

• Need to take care of occlusions

10



Existing Approaches

• Bottom-up: Direct Methods

• Top-down: Energy Minimization

• Hybrids
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Top-Down: Energy Minimization

12

surface evolution
[Faugeras 98, Jin 03]

Error

graph cuts
[Paris 04, Vogiatzis 05]

=
∫

S
g(x) dσ

Minimal Surface Bias
Silhouette constraints 
[Keriven 02, Hernández 04, Sinha 05, Furukawa 06]



Top-Down: The Reprojection Error

13

Error

surface evolution
[Yezzi 03, Strecha 03, Pons 05]

=
∫

I
(I − I∗)2du

No bias
Need to deal with occlusions



Existing Approaches

• Bottom-up: Direct Methods

• Top-down: Energy Minimization

• Hybrids
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Hybrid

15

surface to points fitting
[Lhuillier 05, Furukawa 07]

depth map integration
[Koch 98, Merrel 07, Zach 07]

1. Detect surface point using a direct method

2. Robustly fit a surface to the points



Outline of the Presentation
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- Multiple Depth Maps

- The Occupancy–Depth Model

- The Gradient of the Reprojection Error

• Conclusion
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Proposed Models

‣ Multiple Depth Maps 

‣ Occupancy of a discreet grid (voxels) 

‣ Smooth surface

17

Surface Reconstruction from Images

Pau Gargallo, Emmanuel Prados and Peter Sturm Minimizing the Reprojection Error in Surface Reconstruction from Images

Bayesian formulation       minimize the reprojection error
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Multiple Colored Depth Maps

19

• Motivation:

• High resolution [Strecha 03]

• Explain all pixels

• Occlusions can be 
efficiently detected

• Drawbacks:

• Over-parameterization

• Small shape changes 
require large changes of 
depth [Kolmogorov 03]
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The Occupancy–Depth Model

23

• Motivation:

• Fair representation of 
reality

• Occlusions taken into 
account by the model

• Drawbacks:

• Yields a difficult 
combinatorial optimization 
problem



The Graphical Model

68 Chapter 4 : The Occupancy–Depth Model

Figure 4.2: Bayesian network of the model associated to a single viewing ray.
The occupancy variables ui along the viewing ray determine de depth d. The
color of the image I corresponds to the color C at depth d

of a pixel is of the form

p(Ii(u)|Di(u), C) ∝ exp
{
−ρ

(
Ii(u)− I∗i (u)

) }
, (4.8)

where ρ is some robust penalty function.
Note that unlike traditional stereo algorithms, here there are no occlusions to

be taken into account by the function ρ. We are matching the color of a pixel
with the color of the observed scene point, not with the color of pixels in the other
images. The observed scene point is, by definition, non-occluded, so no occlusion
problem appears here.

Depth Marginalization

The likelihood (4.8) of a pixel depends only on its depth and not on the whole
occupancy function. However, the relationship between occupancy and depths
is simple and deterministic. Therefore, it is easy to marginalize out the depth
and express the likelihood directly in terms of the occupancy of the points on the
viewing ray of the pixel.

To simplify the notation we will do the computations for a single pixel. Fig-
ure 4.2 shows the Bayesian network associated to a single pixel. The points of
its viewing ray will be denoted by the natural numbers {0, 1, 2, · · · }, ordered by
increasing distance to the camera. Their occupancy is a vector u such that ui is
the occupancy of the i-th point in the viewing ray. The depth will be denoted by
d.

With this language, the probability of a depth given the occupancy is

p(d|u) =
∏

i<d

(1− ui)ud (4.9)

70 Chapter 4 : The Occupancy–Depth Model

Figure 4.3: Factor graph representation of the distribution for a single pixel (left)
and for two pixel with intersecting viewing rays (right)

smarter in the sense that it will make decisions about the occupancy of a whole
viewing ray at a time.

4.3.1 Factor Graph Representation
In the E-step, for a fixed coloring of the space, C, the posterior probability p(u|I, C)
must be computed (or maximized). This distribution can be represented as a fac-
tor graph. Again, for notational simplicity, we detail here the factor graph corre-
sponding to a single pixel,

p(u|I, C) ∝ L(u)
∏

ij

exp(−ψ(ui, uj)) . (4.11)

Figure 4.3 shows the factor graph for a single pixel and sketches the one corre-
sponding to a pair of pixels in different images.

The graph contains two types of factors. The likelihoods of the pixels L are
huge factors connecting all the points on the viewing ray of each pixel. The
smoothing potentials exp(−ψ) are standard pairwise factors. Notice the extreme
loopiness of the complete graph, where the viewing rays of different pixels inter-
sect one another.

4.3.2 Message Passing
Inference will be done by message passing in the factor graph. Messages will
be sent from the likelihood and smoothing factors to the occupancy variables and
vice-versa. One can visualize this process as a dialogue between the images and
the occupancy. Each image tells the occupancy what to be. The occupancy gathers
all the messages and replies to each image with a summary of the messages sent
by the other images. The process continues until a global agreement is found.
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Huge and very loopy factor graph



Inference

• Expectation Maximization

• E-step: estimate occupancy

• Message Passing 

• M-step: estimate color

• weighted average or 
gradient descent
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Small Baseline Stereo Pairs
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Multi-View Stereo
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Conclusion on the Occupancy–Depth Model

28

Need better optimization algorithms



Outline of the Presentation

• Introduction

• Existing Approaches

• Proposed Models

- Multiple Depth Maps

- The Occupancy–Depth Model

- The Gradient of the Reprojection Error

• Conclusion

29



Smooth Surface Representation

30

• Representation:

• Generic smooth surface 

• Optimization:

• Gradient descent surface 
evolution



The Reprojection ErrorThe Reprojection Error

E(Γ, C) =
∫

I

(
I(u)− C(π−1

Γ (u))
)2

du (1)
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The Reprojection Error

E(Γ, C) =
∫

I

(
I(u)− C(π−1

Γ (u))
)2

du (1)
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de la forme

E(Γ ) =
∫

I
g
(
π−1

Γ (u), n(π−1
Γ (u))

)
du , (1)

où I est l’ensemble de tous les pixels dans une image, du
est la mesure de l’aire sur le plan de l’image du capteur et1
g : R3 × S→ R donne la mesure d’erreur pour le pixel u.
Nous appelons (1) la fonctionnelle de l’erreur de reprojec-
tion et le but de cet article est de trouver une méthode pour
la minimiser.
La classe des fonctions (1) est suffisamment grande pour
couvrir beaucoup de problèmes de reconstruction de sur-
faces à partir d’images. Dans la section 6, nous illustrons
un exemple d’application en vision stéréoscopique multi-
images, où g mesure la différence entre la couleur obser-
vée d’un pixel et celle prédite par la reconstruction. Un
autre exemple serait la reconstruction de surfaces à partir
de cartes de profondeur bruitées [26], où g mesurerait la
différence entre la profondeur mesurée en u et la profon-
deur de π−1

Γ (u).
Ces dernières années, des avancées significatives en mi-
nimisation de fonctionnelles définies sur des surfaces ont
été faites. Plusieurs travaux considèrent la minimisation de
fonctionnelles basées sur une pondération de la surface,
c’est-à-dire de la forme

A(Γ ) =
∫

Γ
g(x,n(x)) dσ , (2)

où g est intégré sur la surface et dσ est la mesure de l’aire
de la surface. La dérivée de cette fonctionnelle a été trou-
vée, permettant ainsi sa minimisation par une évolution du
type descente de gradient [5, 7, 22]. Il a également été mon-
tré comment trouver le minimum global de certaines de ces
fonctionnelles par les approches des graph-cuts [2, 13] ou
emphmax-flow continu [1].
La différence entre les fonctionnelles (1) et (2), provient
du fait que le premier type repose sur une intégrale sur
l’image, c’est-à-dire les données, tandis que pour l’autre
il s’agit d’une intégrale sur la surface.
Afin de bénéficier des connaissances existantes sur les
fonctionnelles du type (2), nous pouvons essayer de ré-
écrire la fonctionnelle (1) comme une intégrale sur la sur-
face, en ne comptant que les points visibles [17, 21, 27].
Ceci donne

E(Γ ) =
∫

Γ
g(x,n(x))

x · n(x)
x3

z

νΓ (x) dσ , (3)

où νΓ est la fonction de visibilité (qui vaut 1 pour un x
qui est visible et 0 sinon, voir la section 4) et où le fait que
du = x·n(x)

x3
z

νΓ (x) dσ a été utilisé. Bien sûr, en calculant
l’intégrale sur la surface, nous ne comptons pas les pixels
qui ne sont pas couverts par la projection de la surface.
Néanmoins, ceci peut être compensé rigoureusement en
modifiant g tel que (1) et (3) soient égaux à une constante
près [27].

1S représente la sphère unitaire, i.e. l’espace des normales.

Nous observons que l’intégrant obtenu par cette transfor-
mation dépend et de x et de n(x) comme dans (2), mais
en plus de la surface entière Γ , à cause du terme de visibi-
lité. Ainsi, la fonctionnelle de l’erreur de reprojection n’est
pas basée sur une pondération de la surface et les méthodes
de minimisation bien connues, mentionnées ci-dessus, ne
peuvent pas être utilisées.
La contribution principale de cet article est le calcul de
la dérivée de la fonctionnelle de l’erreur de reprojection
(section 5), permettant ainsi sa minimisation par une des-
cente de gradient par exemple. Pour ce faire, nous étudions
d’abord les changements de visibilité qui sont causés par
des mouvements ou évolutions d’une surface (section 4).
Nous allons observer tout particulièrement que les généra-
teurs de contours ont une influence forte sur ces change-
ments. Quand un générateur de contours bouge, des parties
cachées de la surface ou du fond apparaissent et en même
temps de parties qui étaient visibles peuvent devenir occul-
tées. La rétro-projection π−1

Γ (u) des pixels sur les contours
apparents associés aux générateurs de contours ń saute ż
d’une partie de la surface sur une autre. Ceci a une effort
très fort sur la valeur prédite de ces pixels et par conséquent
sur l’erreur de reprojection et sa dérivée.
Une conséquence de ces observations est qu’une évolution
de la surface par une descente de gradient de l’erreur de re-
projection va automatiquement aligner les contours appa-
rents de la surface reconstruite avec des discontinuités pré-
sentes dans les images. Cet alignement automatique consti-
tue donc par ailleurs une généralisation du concept d’en-
velope visuelle, prenant en compte tous les contours appa-
rents et non seulement les silhouettes (contours apparents ń
externes ż). Les expériences de la section 6 démontrent cet
alignement à l’aide d’une application de la fonctionnelle de
l’erreur de reprojection à la stéréovision multi-caméras.

2 Travaux et résultats précédents
La plupart des algorithmes de reconstruction de surfaces
correspondant à l’état de l’art [19], à un moment donné,
utilisent des fonctionnelles de surface pondérée. Le coût
d’un point de la surface est défini par une mesure de photo-
cohérence utilisant les images où le point est visible. La
visibilité ne pouvant pas être incluse dans la fonctionnelle,
elle doit alors être déterminée en amont avant de faire
évoluer la surface. Ceci peut être fait une fois pour toute
[9, 16, 25] ou itérativement, en alternant le calcul de la vi-
sibilité avec l’optimisation de la fonctionnelle [5, 17, 23].
Toute autre méthode ne prenant pas en compte la visibilité
dans la fonctionnelle pâtit d’un biais de réduction de sur-
face [1, 28] dont un des effets les plus considérable est que
la surface vide ait un coût nul et soit donc un minimum
global. Ce biais se traduit aussi par une tandence à faire
disparaître les parties fines et amincies de la surface.
Différents palliatifs ont été proposés. Les “forces ballon”
[25] gonflent la surface afin d’éviter le rétrécissement, mais
introduisent un autre biais qui aboutit à des résultats sur-
gonflés [28]. Les méthodes d’évolution de surfaces [5, 17]
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modifiant g tel que (1) et (3) soient égaux à une constante
près [27].

1S représente la sphère unitaire, i.e. l’espace des normales.

Nous observons que l’intégrant obtenu par cette transfor-
mation dépend et de x et de n(x) comme dans (2), mais
en plus de la surface entière Γ , à cause du terme de visibi-
lité. Ainsi, la fonctionnelle de l’erreur de reprojection n’est
pas basée sur une pondération de la surface et les méthodes
de minimisation bien connues, mentionnées ci-dessus, ne
peuvent pas être utilisées.
La contribution principale de cet article est le calcul de
la dérivée de la fonctionnelle de l’erreur de reprojection
(section 5), permettant ainsi sa minimisation par une des-
cente de gradient par exemple. Pour ce faire, nous étudions
d’abord les changements de visibilité qui sont causés par
des mouvements ou évolutions d’une surface (section 4).
Nous allons observer tout particulièrement que les généra-
teurs de contours ont une influence forte sur ces change-
ments. Quand un générateur de contours bouge, des parties
cachées de la surface ou du fond apparaissent et en même
temps de parties qui étaient visibles peuvent devenir occul-
tées. La rétro-projection π−1

Γ (u) des pixels sur les contours
apparents associés aux générateurs de contours ń saute ż
d’une partie de la surface sur une autre. Ceci a une effort
très fort sur la valeur prédite de ces pixels et par conséquent
sur l’erreur de reprojection et sa dérivée.
Une conséquence de ces observations est qu’une évolution
de la surface par une descente de gradient de l’erreur de re-
projection va automatiquement aligner les contours appa-
rents de la surface reconstruite avec des discontinuités pré-
sentes dans les images. Cet alignement automatique consti-
tue donc par ailleurs une généralisation du concept d’en-
velope visuelle, prenant en compte tous les contours appa-
rents et non seulement les silhouettes (contours apparents ń
externes ż). Les expériences de la section 6 démontrent cet
alignement à l’aide d’une application de la fonctionnelle de
l’erreur de reprojection à la stéréovision multi-caméras.

2 Travaux et résultats précédents
La plupart des algorithmes de reconstruction de surfaces
correspondant à l’état de l’art [19], à un moment donné,
utilisent des fonctionnelles de surface pondérée. Le coût
d’un point de la surface est défini par une mesure de photo-
cohérence utilisant les images où le point est visible. La
visibilité ne pouvant pas être incluse dans la fonctionnelle,
elle doit alors être déterminée en amont avant de faire
évoluer la surface. Ceci peut être fait une fois pour toute
[9, 16, 25] ou itérativement, en alternant le calcul de la vi-
sibilité avec l’optimisation de la fonctionnelle [5, 17, 23].
Toute autre méthode ne prenant pas en compte la visibilité
dans la fonctionnelle pâtit d’un biais de réduction de sur-
face [1, 28] dont un des effets les plus considérable est que
la surface vide ait un coût nul et soit donc un minimum
global. Ce biais se traduit aussi par une tandence à faire
disparaître les parties fines et amincies de la surface.
Différents palliatifs ont été proposés. Les “forces ballon”
[25] gonflent la surface afin d’éviter le rétrécissement, mais
introduisent un autre biais qui aboutit à des résultats sur-
gonflés [28]. Les méthodes d’évolution de surfaces [5, 17]

u = π(x)

x = π−1
Γ (u)

E(Γ ) =
∫

I
g
(
π−1

Γ (u)
)

du
31



• The reprojection error is a sum over the image

Reprojection Error  vs.  Weighted Area

Difference: the visibility term (depends on the surface globally)

Concequence: weighed area minimization methods not applicable
32

E(Γ ) =
∫

I
g
(
π−1

Γ (u)
)

du

A(Γ ) =
∫

Γ
g(x) dσ

E(Γ ) = −
∫

Γ∪B
g(x)

x · n
x3

z

νΓ (x) dσ

Another way to write the reprojection error

• The weighted area is a sum over the surface
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1 THE IDEA
The likelihood of an image compares the observed image with the im-
age of the reprojected surface. The reprojected image changes when:
•visible surface points move,
•occluding contours move.

In this work,
•we compute the differential of the reprojection error.
•This quantifies both visible surface and occluding contour changes,
• and show the important impact of the occluding contour motion.

2 THE REPROJECTION ERROR
The reprojection error functional is the sum of the error, g, over all the
pixels in the image, I:

E(Γ ) =
∫

I
g

(
π−1

Γ (u), n(π−1
Γ (u))

)
du ,

where π−1
Γ (u) is the back-projection of the pixel u onto the surface Γ .

The weighted area functional is a sum over the surface:

A(Γ ) =
∫

Γ
g(x,n(x)) dσ .

E and A are not equivalent because of the visibility term νΓ (x)

E(Γ ) = −
∫

Γ∪B
g(x,n(x))

x · n(x)

x3
z

νΓ (x) dσ .

3 FUNCTIONAL DERIVATIVES
Let Γ (s) be a variation of Γ = Γ (0), and v its normal velocity at s = 0.
•The Gâteaux directional derivative of E in the direction v, ∂E(Γ, v),
• the Fréchet differential dE(Γ ) (a linear operator)
• and the gradient ∇E(Γ ) (a vector or normal velocity) are such that

d

ds
E(Γ (s))

∣∣∣∣
s=0

= ∂E(Γ, v)︸ ︷︷ ︸
directional

= dE(Γ )︸ ︷︷ ︸
differential

v = 〈∇E(Γ )︸ ︷︷ ︸
gradient

, v〉Γ .

The gradient descent evolution, Γ̇ = −∇E(Γ ), reduces the energy:
d

ds
E(Γ (s))

∣∣∣∣
s=0

= −〈∇E(Γ ),∇E(Γ )〉 ≤ 0 .

4 VISIBILITY
The visible volume V is the set of visible points; its boundary surface
∂V is the visibility interface = visible surface ∪ crepuscular rays.

How does the visible
volume change when
the surface deforms?

A quantity integrated over the visible volume

F (Γ ) =
∫

R3
f (x) νΓ (x) dx .

has differential

dF (Γ ) = −f νΓ − L xt∇nx δ(x · n) νΓ

where L(x) =
∫ Tx
1 f (rx)r2dr accumulates f along the crepuscular rays.

The gradient does not exist because of the delta term.

5 DERIVATIVE OF THE REPROJECTION ERROR
Write the RE as a flux integral over the visibility interface

E(Γ ) = −
∫

∂V
g(x,n(x))

x

x3
z

· n∂V(x) dσ ,

use Gauss divergence theorem

E(Γ ) =
∫

R3



∇g(x) · x

x3
z



 νΓ (x) dx ,

and apply last section’s result:

dE(Γ ) = −∇g · x

x3
z

νΓ + (g − g′)
xt∇nx

x3
z

δ(x · n)νΓ .

L simplifies to a horizon–terminator comparison (g − g′)/x3
z .

This is the standard result not dealing with visibility changes, plus a
new term moving the occluding contours.

6 APPLICATION TO MULTI-VIEW STEREO
Minimize the difference between the observed image color, I(u) and
the color of the reprojected surface C(π−1

Γ (u)),

E(Γ, C) =
∫

I

(
I(u) − C(π−1

Γ (u))
)2

du .

The corresponding evolution moves the occluding contours by compar-
ing the photo-consistency of the horizon with the one of the terminator:

(I − C)t∇C
x

x3
z

νΓ +
(
(I − C)2 − (I − C ′)2

)xt∇nx

x3
z

δ(x · n)νΓ .

6.1 TEXTURELESS DATASET

Without the new term,
evolution shrank due to
the lack of texture.

6.2 TEMPLE SPARSE RING DATASET

Evolutions can grow. Runs in 40mins. Relatively high error scores due to the constant
brightness assumption. Results improve when relaxing the assumption.

7 CONCLUSIONS
•When optimizing photo-consistency, visibility changes count.
•Occluding contours must be moved accordingly.
•Silhouette and apparent contour constraints naturally emerge from the

reprojection error.
•Our result extends Stereoscopic Segmentation to non-convex shapes.

ICCV 2007, RIO DE JANEIRO
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νΓ (x) = 1

νΓ (x) = 0
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Derivative of a Quantity Integrated over the 
Visible Volume 

5.4 Understanding the Visibility 91

consequence holds.
Now, applying the chain rule to (5.19) it follows that the sought gradient is

∇νΓ = δ(φ(yφ))∇φ(yφ) αφ . (5.21)

5.4.4 Temporal Derivative of the Visibility
Consider a variation φs = φ + sψ of φ. Let Γ(s) be the associated deformed
surface. As the surface evolves, the visibility of the space changes. Thus, the
visibility function νΓ(s)(x) is now a space-time function.

The derivative of the visibility function with respect to time measures the
speed at which the visibility of the points is changing. For short enough time
intervals, the visibility of the points in the interior of the visible and occluded
volume does not change. Therefore, the derivative is zero everywhere except on
the visibility interface where it is infinite. As a distribution, the derivative acts on
functions by measuring the variation of its integral over the visible domain.

Intuitively, the temporal derivative measures the difference between the amount
of mass that enters and that exits the visible volume as the surface evolves. Fig-
ure 5.6 shows four different parts of the surface moving and the corresponding
regions of the space that enter and leave the visible volume. Note how, moving a
visible point of the surface only affects a small region of the space, while moving
a horizon changes the visibility of all of its crepuscular ray.

An analytical expression of the temporal derivative in terms of the implicit
function can be obtained. The chain rule gives

d

ds
νΓ(s)(x)

∣∣∣
s=0

= δ(φ(yφ))(ψ(yφ) +∇φ(yφ) · ẏφ) (5.22)

where ẏφ is the temporal derivative of yφs at s = 0. If yφ is in the interior of
the segment, then ẏφ and x are collinear and orthogonal to∇φ(yφ). Otherwise, if
yφ = x then ẏφ = 0. So, in any case, we have

d

ds
νΓ(s)(x)

∣∣∣
s=0

= δ(φ(yφ)) ψ(yφ) . (5.23)

5.4.5 Temporal Derivative of a Quantity Integrated over the
Visible Volume

We have now the necessary tools to compute the Gâteaux derivative of a functional
F that is the integral of a quantity f over the visible volume,

F (Γ) =

∫

R3

f(x)νΓ(x)dx . (5.24)

Temporal Derivative of the Visibility

F (Γ ) =
∫

R3
f(x)νΓ (x)dx . (9)

dF (Γ ) = −f νΓ − L xtDnx δ(x · n) νΓ (10)
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Temporal Derivative of the Visibility

F (Γ ) =
∫

R3
f(x)νΓ (x)dx . (9)

dF (Γ ) = −f νΓ − L xtDnx δ(x · n) νΓ (10)
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L(x) =
∫ Tx

1
f(rx)r2 dr
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Derivative of the Reprojection ErrorDerivative of the Reprojection Error

dE(Γ ) = ∇ ·
(
gn

x · n
x3

z
+g

x
x3

z

)
νΓ +(g−g′)

xtDnx
x3

z
δ(x ·n)νΓ (11)
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I
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π−1

Γ (u), n(π−1
Γ (u))
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du ,

where π−1
Γ (u) is the back-projection of the pixel u onto the surface Γ .

The weighted area functional is a sum over the surface:

A(Γ ) =
∫

Γ
g(x,n(x)) dσ .

E and A are not equivalent because of the visibility term νΓ (x)

E(Γ ) = −
∫

Γ∪B
g(x,n(x))
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x3
z

νΓ (x) dσ .
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Let Γ (s) be a variation of Γ = Γ (0), and v its normal velocity at s = 0.
•The Gâteaux directional derivative of E in the direction v, ∂E(Γ, v),
• the Fréchet differential dE(Γ ) (a linear operator)
• and the gradient ∇E(Γ ) (a vector or normal velocity) are such that
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E(Γ (s))
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directional
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differential
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gradient
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The visible volume V is the set of visible points; its boundary surface
∂V is the visibility interface = visible surface ∪ crepuscular rays.

How does the visible
volume change when
the surface deforms?

A quantity integrated over the visible volume
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where L(x) =
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The gradient does not exist because of the delta term.
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This is the standard result not dealing with visibility changes, plus a
new term moving the occluding contours.
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f(x) =

Temporal Derivative of the Visibility

F (Γ ) =
∫

R3
f(x)νΓ (x)dx . (9)

dF (Γ ) = −f νΓ − L xtDnx δ(x · n) νΓ (10)
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Recall:
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Synthetic Images
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Synthetic Images
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Temple Sparse Ring
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Dino Sparse Ring
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The Constant Brightness Assumption
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Leuven

750x500x500 voxels
2M+ triangles
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Break
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Conclusion

• The reprojection error is not equivalent to the 
weighted area

• Minimizing it implies taking into account visibility 
changes

• Consequence:  The surface’s contour generators 
tend to align with the images’ apparent contours

• No need for additional silhouettes or apparent 
contour constraints

44



Summary and Conclusion

• Summary:

• Multiple Depth Maps

• Occupancy–Depth discreet

• Occupancy–Depth continuous 

Image likelihood must be computed on the 
image domain 
Avoids biases and the need for additional constraints

• Visibility has to be included in the modeling and 
the optimization 
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Future Work

• Better algorithms:

• could be graph cuts or relaxation methods

• Better models:

• Better likelihood:

• Model light reflections

• Better prior:

• Specially relating shape and color
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The end
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